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Danh mục ký hiệu

R trường số thực

R tập số thực suy rộng

R+ tập số thực không âm

∅ tập rỗng

∀x với mọi x

∃x tồn tại x

M ∩N giao của hai tập hợp M và N

|x| giá trị tuyệt đối của x

||x|| chuẩn của véctơ x

Bγ(x) hình cầu mở tâm x, bán kính γ > 0

intA phần trong của tập A

xk ↓ x̄ xk hội tụ đến x̄ và xk > x̄

inf
x∈K

f(x) infimum của tập số thực {f(x) | x ∈ K}

epi f trên đồ thị của hàm f

dom f miền xác định của hàm f

∇f(x̄) đạo hàm Fréchet của f tại x̄
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〈x∗, x〉 giá trị của phiếm hàm x∗ tại x

N̂(x; Ω) nón pháp tuyến Fréchet của Ω tại x̄

∂̂ϕ(x) dưới vi phân Fréchet của ϕ tại x

F : X ⇒ Y ánh xạ đa trị từ X vào Y

∂̂2ϕ(x̄)(·) dưới vi phân Fréchet bậc hai của ϕ tại x̄

domF miền hữu hiệu của ánh xạ đa trị F

gphF đồ thị của ánh xạ đa trị F

D̂∗F (x̄, ȳ)(·) đối đạo hàm Fréchet của ánh xạ đa trị F tại (x̄, ȳ)
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Mở đầu

Bài toán quy hoạch toán học trong các không gian vô hạn chiều đã

được nghiên cứu từ giữa thế kỉ trước, bắt đầu với mô hình bài toán quy

hoạch tuyến tính vô hạn chiều. Nhiều bài toán tối ưu trong các không

gian hàm, có cấu trúc phức tạp, như bài toán điều khiển tối ưu và bài

toán biến phân có thể đưa về bài toán quy hoạch toán học trong không

gian vô hạn chiều.

Để giải bài toán quy hoạch toán học, người ta phải dựa vào điều kiện

cần tối ưu bậc nhất và bậc hai. Các điều kiện tối ưu bậc nhất được phát

biểu thông qua đạo hàm bậc nhất hoặc dưới vi phân của hàm mục tiêu,

và xấp xỉ tiếp tuyến bậc nhất hoặc nón pháp tuyến của tập ràng buộc.

Các điều kiện tối ưu bậc hai được phát biểu thông qua đạo hàm bậc hai

hoặc dưới vi phân bậc hai của hàm mục tiêu, và tập tiếp xúc bậc hai

của tập ràng buộc hoặc đối đạo hàm của ánh xạ nón pháp tuyến của

tập ràng buộc (cũng chính là dưới vi phân bậc hai của hàm chỉ của tập

ràng buộc).

Trong các bài toán tối ưu, điều kiện tối ưu bậc nhất (Quy tắc Fermat)

thường đóng vai trò là các điều kiện cần cực trị. Quy tắc Fermat cho ta

một tiêu chuẩn xác định những điểm có khả năng đạt cực trị của một
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hàm số. Một điểm thỏa mãn quy tắc Fermat còn gọi là một điểm dừng.

Đối với một bài toán tổng quát (không lồi) thì quy tắc Fermat không

đủ để ta nhận biết một điểm dừng có là điểm cực trị của bài toán hay

không. Điều kiện tối ưu bậc hai không những làm mịn hơn điều kiện

cần cực trị bậc nhất mà còn bổ sung cho các điều kiện này trong việc

đưa ra các điều kiện đủ cho một điểm dừng là điểm cực trị của hàm số.

Hơn thế nữa, nó còn giúp ta xây dựng các thuật toán tìm nghiệm tối ưu

cũng như đánh giá tốc độ hội tụ của các thuật toán này.

Xét bài toán tối ưu tổng quát

min{ϕ(x) | x ∈ X}, (P)

ở đó ϕ : X → R là khả vi liên tục (hàm thuộc lớp C1). Trong trường hợp

hàm ϕ khả vi liên tục đến cấp hai, đã có nhiều kết quả nghiên cứu về

điều kiện cần và đủ tối ưu bậc hai thông qua các tính chất nửa xác định

dương và xác định dương của ma trận Hessian∇2ϕ(·). Trong trường hợp

ma trận Hessian ∇2ϕ(·) không tồn tại, các tác giả N.H. Chieu, G.M.

Lee và N.D. Yen [3] đã thiết lập được các điều kiện cần và đủ tối ưu

bậc hai cho lớp các bài toán với hàm mục tiêu trơn C1 bằng cách dùng

dưới vi phân bậc hai Fréchet và dưới vi phân qua giới hạn (dưới vi phân

Mordukhovich).

Mục đích của luận văn này là trình bày các kết quả về điều kiện cần

và đủ tối ưu cho lớp các bài toán tối ưu trơn C1 bằng cách sử dụng dưới

vi phân Fréchet bậc hai. Nội dung của luận văn được chúng tôi biên

dịch, sắp xếp và trình bày lại một cách có hệ thống từ các kết quả trong

bài báo của các tác giả N.H. Chieu, G.M. Lee và N.D. Yen [3]. Phần

cuối mỗi chương đều có các ví dụ minh họa cho kết quả chính được giải
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một cách chi tiết.

Luận văn gồm phần mở đầu, phần kết luận, danh mục tài liệu tham

khảo, và ba chương có nội dung như sau:

Chương 1 " Kiến thức chuẩn bị " trình bày các kiến thức về tính khả

vi và khả vi chặt, nón pháp tuyến và dưới vi phân bậc nhất, đối đạo

hàm và dưới vi phân bậc hai, cùng với một số kết quả bổ trợ.

Chương 2 "Điều kiện cần tối ưu cho lớp các bài toán tối ưu trơn C1",

trong chương này, chúng tôi trình bày có hệ thống các kết quả về điều

kiện cần tối ưu cho bài toán (P) trong trường hợp X là không gian hữu

hạn chiều và trong trường hợp X là không gian Banach. Chúng tôi cũng

tính toán chi tiết hai ví dụ minh họa cho các kết quả chính của chương.

Chương 3 "Điều kiện đủ tối ưu cho lớp các bài toán tối ưu trơn

C1", ở chương này, kết quả chính đầu tiên về điều kiện đủ tối ưu được

thiết lập trên không gian Asplund. Trong trường hợp X là không gian

Hilbert, chúng tôi trình bày một kết quả về điều kiện đủ tối ưu theo

nghĩa nghiệm cực tiểu địa phương ổn định nghiêng cho bài toán tối ưu

(P). Ví dụ minh họa được tính toán chi tiết và đưa ra ở cuối chương.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng tôi trình bày các kiến thức cơ bản phục vụ

cho việc nghiên cứu ở các chương sau, đó là các khái niệm và tính chất

của nón pháp tuyến, dưới vi phân bậc nhất, đối đạo hàm và dưới vi

phân bậc hai. Nội dung của chương được tham khảo từ các tài liệu [1],

[2], [4] và [5].

1.1 Tính khả vi và khả vi chặt

Cho X, Y là các không gian Banach. Ánh xạ f : X → Y được gọi

là khả vi Fréchet (Fréchet differentiable) tại x̄ ∈ X nếu tồn tại một

phiếm hàm tuyến tính liên tục ∇f(x̄) : X → Y , gọi là đạo hàm Fréchet

(Fréchet derivative) của f tại x̄, sao cho

lim
x→x̄

f(x)− f(x̄)−∇f(x̄)(x− x̄)

||x− x̄||
= 0.

Đạo hàm Fréchet là khái niệm cơ bản trong giải tích. Khái niệm sau

là ít quen thuộc hơn.

Định nghĩa 1.1. (Xem [5, Vol. I, tr. 19]) Ánh xạ f : X → Y được

gọi là khả vi chặt (strict differentiable) tại x̄ nếu f có đạo hàm Fréchet
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∇f(x̄) tại x̄ và nếu

lim
x→x̄
u→x̄

f(x)− f(u)−∇f(x̄)(x− u)

||x− u||
= 0. (1.1)

Nhận xét 1.1. Do định nghĩa, nếu f khả vi chặt tại một điểm nào đó,

thì f phải khả vi Fréchet tại điểm đó. Điều ngược lại là không đúng, tức

là có những hàm số khả vi Fréchet mà không khả vi chặt.

Ví dụ 1.1. Cho f : R→ R được cho bởi công thức

f(x) =


x2 nếu x là số hữu tỉ,

0 nếu x là số vô tỉ.

Xét tại x̄ = 0, hàm f là khả vi Fréchet nhưng không khả vi chặt. Thật

vậy, dễ thấy rằng ∇f(x̄) = 0 là đạo hàm Fréchet tại x̄. Để chứng minh

f không khả vi chặt tại x̄ = 0, ta lấy hai dãy

xk =
1

k
, uk =

√
2

k2
+

1

k
, k = 1, 2, 3, ...

Khi đó, nếu (1.1) nghiệm đúng thì ta phải có

0 = lim
k→∞

f(xk)− f(uk)

||xk − uk||
= lim

k→∞

1

k2∣∣∣∣−
√

2

k2

∣∣∣∣ =
1√
2
,

mâu thuẫn. Vậy f không khả vi chặt tại x̄ = 0.

Nhắc lại rằng hàm f được gọi là thuộc lớp C1 nếu f khả vi liên tục.

Khi đó ta có kết quả sau:

Mệnh đề 1.1. (Xem [5, Vol. I, tr. 19]) Nếu f ∈ C1, tức là f khả vi

Fréchet trong lân cận của x̄, và ∇f(·) liên tục trong lân cận ấy, thì f

khả vi chặt tại x̄.
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